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Ɉɥɢɦɩɢаɞа ɩɨ ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ     ɌɍɋɍɊ, 2019 

1 ɤɭɪɫ       ɡаɞаɱа 1 

ɇɚɣɬɢ ɜɫɟ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ:  1022
22

cos3sin   xx
.  

 

Ɋɟɲɟɧɢɟ.  Ɂɚɩɢɲɟɦ ɜ ɜɢɞɟ 10282
22

cossin  xx
.   

10282
22

coscos1  xx
 

1028
2

2 2

2

cos

cos
 x

x
. ɋɞɟɥɚɟɦ ɡɚɦɟɧɭ xt

2
cos  

1028
2

2
 t

t
 

tt
210)2(82

2   

02210)2(8
2  tt

.   

Ɂɞɟɫɶ ɥɨɝɢɱɧɨ ɫɞɟɥɚɬɶ ɟɳё ɨɞɧɭ ɡɚɦɟɧɭ: y
t 2 . Ɍɨɝɞɚ:  

02108
2  yy    0154

2  yy , ɧɚɣɞёɦ ɤɨɪɧɢ.  

91625 D , 
8

35 
y   1y  ɥɢɛɨ 

4

1
y .  

y 12 t      0t          

y
4

1
2 t

     2t    

2t  ɧɟ ɜɯɨɞɢɬ ɜ ɨɛɥɚɫɬɶ ɞɨɩɭɫɬɢɦɵɯ ɡɧɚɱɟɧɢɣ.  
ɂɬɚɤ, xt

2
cos  ɩɪɢɧɢɦɚɟɬ ɡɧɚɱɟɧɢɟ 0.   

Ɋɟɲɟɧɢɟɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 0cos x  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ kx 


2
.  

Ɉɬвɟɬ. kx 


2
.  
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Ɉɥɢɦɩɢаɞа ɩɨ ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ     ɌɍɋɍɊ, 2019 

1 ɤɭɪɫ       ɡаɞаɱа 2 
 

ɇɚɣɬɢ ɜɫɟ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ:  1501253612
24  xxx .  

 

Ɋɟɲɟɧɢɟ.  1501253612
24  xxx .  

ɉɪɟɨɛɪɚɡɭɟɦ, ɫɜɟɞɹ ɤ ɜɢɞɭ:      )65(5)65(25)6(
222  xxx .   

Ɍɨɝɞɚ 65
5
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2


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 
x

x
 , ɬɨ ɟɫɬɶ     65

5

6
2




x
x

  .  

ȿɫɥɢ 
5

6
2 


x

t  ɬɨ 65
2  xt , 65

2  tx , 65  tx . Ɍɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɜ ɪɚɜɟɧɫɬɜɟ  

65
5

6
2




x
x

 ɞɜɟ ɜɡɚɢɦɧɨ ɨɛɪɚɬɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ. Ɍɨɝɞɚ ɢɯ ɝɪɚɮɢɤɢ ɦɨɝɭɬ ɩɟɪɟɫɟɤɚɬɶɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɧɚ 

ɛɢɫɫɟɤɬɪɢɫɟ xy  . Ɂɧɚɱɢɬ, ɧɚɦ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɪɟɲɢɬɶ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ x
x




5

6
2

.  

065
2  xx , 12425 D ,  ɤɨɪɧɢ 

2

15 , ɬɨ ɟɫɬɶ 2 ɢ 3.  

 

Ɉɬвɟɬ. 2 ɢ 3.  
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Ɉɥɢɦɩɢаɞа ɩɨ ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ     ɌɍɋɍɊ, 2019 

1 ɤɭɪɫ       ɡаɞаɱа 3 

ɉɪɹɦɚɹ 
2

1

1

1

1







zyx
  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɨɟɤɰɢɟɣ ɩɪɹɦɨɣ 

2

1

1

2

1

2 





 zyx
 ɧɚ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 1S ,  

ɚ ɩɪɹɦɚɹ 
2

1

11







zAyx
 ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɪɨɟɤɰɢɟɣ ɷɬɨɣ ɠɟ ɩɪɹɦɨɣ ɧɚ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ 2S .  

ɇɚɣɬɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪ A , ɩɪɢ ɤɨɬɨɪɨɦ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 1S  ɢ 2S  ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɵ.  
 

Ɋɟɲɟɧɢɟ. ɂɡ ɫɬɪɨɟɧɢɹ ɡɧɚɦɟɧɚɬɟɥɟɣ ɞɪɨɛɟɣ ɷɬɢɯ ɤɚɧɨɧɢɱɟɫɤɢɯ ɭɪɚɜɟɧɟɧɢɣ ɜɢɞɧɨ, ɱɬɨ ɜɫɟ 
ɧɚɩɪɚɜɥɹɸɳɢɟ ɜɟɤɬɨɪɵ ɩɪɹɦɵɯ ɫɨɜɩɚɞɚɸɬ.  
ɇɚɣɞёɦ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 2S , ɤɨɬɨɪɚɹ ɫɨɞɟɪɠɢɬ ɩɪɨɟɤɰɢɸ, ɩɪɢ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɦ A , ɬɨɝɞɚ ɩɪɢ 

1A  ɱɚɫɬɧɵɣ ɫɥɭɱɚɣ  ɞɥɹ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 1S .   

Ɉɞɢɧ ɢɡ ɞɜɭɯ ɧɚɩɪɚɜɥɹɸɳɢɯ ɜɟɤɬɨɪɨɜ ɷɬɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ ɢɡɜɟɫɬɟɧ:  
)2,1,1(1 l . 

Ɍɨɱɤɚ )1,,0( A  ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɢɬ ɩɪɹɦɨɣ, ɹɜɥɹɸɳɟɣɫɹ ɩɪɨɟɤɰɢɟɣ.  
Ɍɨɱɤɚ )1,2,2(  ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɢɬ ɬɨɣ ɩɪɹɦɨɣ, ɤɨɬɨɪɚɹ ɩɪɨɟɰɢɪɭɟɬɫɹ.   
Вɟɤɬɨɪ )0,2,2( А  ɫɨɟɞɢɧɹɟɬ ɷɬɢ ɬɨɱɤɢ. Ɍɨɝɞɚ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ, 
ɫɨɞɟɪɠɚɳɚɹ ɨɛɟ ɩɪɹɦɵɟ, ɢ ɩɪɨɟɰɢɪɭɟɦɭɸ, ɢ ɟё ɩɪɨɟɤɰɢɸ (ɧɚ 
ɱɟɪɬɟɠɟ ɷɬɚ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ ɪɚɫɩɨɥɨɠɟɧɚ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨ) ɢɦɟɟɬ ɞɜɚ 
ɨɛɪɚɡɭɸɳɢɯ ɜɟɤɬɨɪɚ: )2,1,1(  ɢ )0,2,2( А . ɂɯ ɜɟɤɬɨɪɧɨɟ 
ɩɪɨɢɡɜɟɞɟɧɢɟ ɥɟɠɢɬ ɜ ɢɫɤɨɦɨɣ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ (ɤɭɞɚ ɩɪɨɟɰɢɪɭɟɬɫɹ 
ɩɪɹɦɚɹ) ɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɟё ɜɬɨɪɵɦ ɨɛɪɚɡɭɸɳɢɦ ɜɟɤɬɨɪɨɦ. 
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ɂɬɚɤ, ɜɬɨɪɨɣ ɧɚɩɪɚɜɥɹɸɳɢɣ ɜɟɤɬɨɪ ɩɥɨɫɨɤɨɫɬɢ:   AAl  ,4,422 .  

Ɍɟɩɟɪɶ ɱɟɪɟɡ ɬɨɱɤɭ )1,,0( A  ɢ 2 ɧɚɩɪɚɜɥɹɸɳɢɯ  )2,1,1(  ɢ  AA  ,4,42  ɩɪɨɜɟɞёɦ ɩɥɨɫɤɨɫɬɶ.  
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0)1))(42(4()))(42(2()8(  zAAyAAxA    

0)1)(28())(85()8(  zAAyAxA      0)1)(82())(58()8(  zAAyAxA     

ɇɨɪɦɚɥɶ ɤ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 2S :  82,58,8  AAAn .  

ɉɪɢ 1A  ɩɨɥɭɱɚɟɬɫɹ ɧɨɪɦɚɥɶ ɤ ɩɥɨɫɤɨɫɬɢ 1S , ɚ ɢɦɟɧɧɨ  6,3,9  , ɦɨɠɧɨ ɫɨɤɪɚɬɢɬɶ ɜ 3 ɪɚɡɚ ɢ  
ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶ ɜɟɤɬɨɪ   2,1,3  .  Ɉɫɬɚɥɨɫɶ ɭɡɧɚɬɶ, ɩɪɢ ɤɚɤɨɦ A  ɜɟɤɬɨɪɵ  82,58,8  AAA  ɢ  
 2,1,3   ɨɪɬɨɝɨɧɚɥɶɧɵ ɦɟɠɞɭ ɫɨɛɨɣ.  

0)82(2)58(1)8(3  AAA    0648  A    8A .  

Ɉɬвɟɬ. 8A .  
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Ɉɥɢɦɩɢаɞа ɩɨ ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ     ɌɍɋɍɊ, 2019 

1 ɤɭɪɫ       ɡаɞаɱа 4 
 

ɇɚ ɝɪɚɮɢɤɟ 4
xy    ɩɪɢ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɦ 0a  ɦɨɝɭɬ ɛɵɬɶ ɜɡɹɬɵ 3 ɬɨɱɤɢ ɫ ɚɛɫɰɢɫɫɚɦɢ 0, a , a , 

ɱɟɪɟɡ ɧɢɯ ɩɪɨɜɟɞɟɧɚ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ. ɇɚɣɬɢ ɦɢɧɢɦɚɥɶɧɨ ɜɨɡɦɨɠɧɵɣ ɞɢɚɦɟɬɪ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɟɣ, 
ɩɨɫɬɪɨɟɧɧɵɯ ɬɚɤɢɦ ɫɩɨɫɨɛɨɦ.  
 

 

Ɋɟɲɟɧɢɟ.  
ɉɭɫɬɶ ɪɚɞɢɭɫ ɪɚɜɟɧ R . Ɍɨɝɞɚ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ ɬɨɱɤɢ ),0( R  ɞɨ ɬɨɱɟɤ 

)0,0( , ),(
4

aa  ɢ ),(
4

aa  ɪɚɜɧɨ R . ɉɨ ɬɟɨɪɟɦɟ ɉɢɮɚɝɨɪɚ, 
2422
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02
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a
Rd   .  

 

 

ɇɚɣɞёɦ ɷɤɫɬɪɟɦɭɦ ɷɬɨɣ ɜɟɥɢɱɢɧɵ ɩɨ a .   
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
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a
, ɩɨɷɬɨɦɭ ɦɢɧɢɦɭɦ, ɚ ɧɟ ɦɚɤɫɢɦɭɦ.  

Ɍɟɩɟɪɶ ɧɚɣɞёɦ d . 
4

2

1
a

a
d   = 

4
6

2
6

2

1
2   = 

4
6

2
6

2

1
2   = 

4
6

6
6

2

12 
 =  

4
6 2

3
 =  

2
3 2

3
  = 

3 4

3
.         Ɉɬвɟɬ.  
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Ɉɥɢɦɩɢаɞа ɩɨ ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ     ɌɍɋɍɊ, 2019 

1 ɤɭɪɫ       ɡаɞаɱа 5 
Ⱦɜɚ ɤɨɫɦɢɱɟɫɤɢɯ ɚɩɩɚɪɚɬɚ ɜɡɥɟɬɚɸɬ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨ ɫ ɨɞɢɧɚɤɨɜɨɣ ɫɤɨɪɨɫɬɶɸ ɢɡ ɪɚɡɧɵɯ ɬɨɱɟɤ ɧɚ  
ɩɥɚɧɟɬɟ, ɤɨɬɨɪɚɹ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɲɚɪɨɦ ɪɚɞɢɭɫɚ R . В ɧɟɤɨɬɨɪɵɣ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ ɨɧɢ ɩɨɞɧɹɥɢɫɶ ɧɚ 
ɜɵɫɨɬɭ  h  ɢ ɫɬɚɥɢ ɧɚɯɨɞɢɬɶɫɹ ɜ ɩɪɟɞɟɥɚɯ ɩɪɹɦɨɣ ɜɢɞɢɦɨɫɬɢ ɞɪɭɝ ɞɪɭɝɚ. Кɚɤɨɜɨ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟ ɦɟɠɞɭ 
ɧɢɦɢ ɜ ɷɬɨɬ ɦɨɦɟɧɬ ɜɪɟɦɟɧɢ?  
 

 

Ɋɟɲɟɧɢɟ. ɇɚ ɱɟɪɬɟɠɟ, ROA  , hROCOB  .  Ⱦɜɚ ɚɩɩɚɪɚɬɚ ɧɚɯɨɞɹɬɫɹ ɜ ɬɨɱɤɚɯ B  ɢ C .  

 
 

Ɋɚɫɫɬɨɹɧɢɟ AB
S


2
, ɷɬɨ ɩɨɥɨɜɢɧɚ ɢɫɤɨɦɨɝɨ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɹ.  ɉɨ ɬɟɨɪɟɦɟ ɉɢɮɚɝɨɪɚ, 

22
OAOBAB   = 

22
)( RhR   = 

2
2 hRh  .    Ɍɨɝɞɚ 2

22 hRhS   = hRh 22 .  

 

Ɉɬвɟɬ. hRh 22 .  
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Ɉɥɢɦɩɢаɞа ɩɨ ɦаɬɟɦаɬɢɤɟ     ɌɍɋɍɊ, 2019 

1 ɤɭɪɫ       ɡаɞаɱа 6 

ɉɭɫɬɶ ɧɚɤɥɨɧ ɨɫɢ ɩɥɚɧɟɬɵ - ɭɝɨɥ  , 
00

450   . ɇɚɣɬɢ ɲɢɪɨɬɭ   (ɜ ɫɟɜɟɪɧɨɦ ɩɨɥɭɲɚɪɢɢ), ɧɚ 
ɤɨɬɨɪɨɣ ɬɨɱɤɚ ɜɨɫɯɨɞɚ ɋɨɥɧɰɚ ɜ ɞɟɧɶ ɫɨɥɧɰɟɫɬɨɹɧɢɹ ɨɬɤɥɨɧɹɟɬɫɹ ɨɬ ɜɨɫɬɨɤɚ ɪɨɜɧɨ ɧɚ 0

45 , ɬ.ɟ. 
ɧɚɩɪɢɦɟɪ, ɜɨɫɯɨɞ ɜ ɞɟɧɶ ɡɢɦɧɟɝɨ ɫɨɥɧɰɟɫɬɨɹɧɢɹ ɧɚ ɸɝɨ-ɜɨɫɬɨɤɟ.  
 

Ɋɟɲɟɧɢɟ.  
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɩɭɬɶ ɋɨɥɧɰɚ ɩɨ ɧɟɛɟɫɧɨɣ ɫɮɟɪɟ.   ɉɨ 
ɭɫɥɨɜɢɸ ɡɚɞɚɱɢ, ɞɭɝɚ Вɋ ɫɨɫɬɚɜɥɹɟɬ 45 ɝɪɚɞɭɫɨɜ.  
В - ɜɨɫɬɨɤ. ɋ - ɸɝɨ-ɜɨɫɬɨɤ. 
ɉɨɤɚɡɚɧ ɩɭɫɬɶ ɋɨɥɧɰɚ ɜɨ ɜɪɟɦɹ ɪɚɜɧɨɞɟɧɫɬɜɢɹ ɢ 
ɡɢɦɧɟɝɨ ɫɨɥɧɰɟɫɬɨɹɧɢɹ. Ⱦɭɝɚ CD ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ ɭɝɥɭ 
  (ɧɚ ɤɚɤɨɣ ɭɝɨɥ ɨɬɤɥɨɧɹɟɬɫɹ ɩɭɬɶ ɋɨɥɧɰɚ ɜɨ ɜɪɟɦɹ 
ɫɨɥɧɰɟɫɬɨɹɧɢɹ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɪɚɜɧɨɞɟɧɫɬɜɢɟɦ).   
 

 

 ɋɮɟɪɢɱɟɫɤɢɣ ɭɝɨɥ DBC  ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɲɢɪɨɬɵ ɦɟɫɬɧɨɫɬɢ ɢ ɪɚɜɟɧ 90  (ɧɚ ɷɤɜɚɬɨɪɟ ɫɨɥɧɰɟ 
ɜɨɫɯɨɞɢɬ ɜɟɪɬɢɤɚɥɶɧɨ, ɛɥɢɠɟ ɤ ɩɨɥɸɫɭ ɩɨɱɬɢ ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥɶɧɨ). ɍɝɨɥ BDC=900 ɩɨ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɸ, ɷɬɨ 
ɩɟɪɩɟɧɞɢɤɭɥɹɪ ɢɡ ɬɨɱɤɢ ɋ ɧɚ ɞɭɝɭ BD.  

ɉɨ ɬɟɨɪɟɦɟ ɫɢɧɭɫɨɜ ɞɥɹ ɫɮɟɪɢɱɟɫɤɨɝɨ ɬɪɟɭɝɨɥɶɧɢɤɚ ɜɟɪɧɨ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ: 
BD

C

CD

B

BC

D

sin

sin

sin

sin

sin

sin
  

(ɫɢɧɭɫ ɭɝɥɚ, ɫɨɨɬɜ. ɞɭɝɟ, ɩɪɨɩɨɪɰɢɨɧɚɥɟɧ ɫɢɧɭɫɭ ɩɪɨɬɢɜɨɥɟɠɚɳɟɝɨ ɭɝɥɚ) .   

В ɱɚɫɬɧɨɫɬɢ, ɜ ɧɚɲɟɦ ɫɥɭɱɚɟ 
BD

C

sin

sin

sin

)90sin(

45sin

90sin








.  

Ⱦɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɨɫɬɚɬɨɱɧɨ ɥɢɲɶ ɩɟɪɜɨɣ ɩɪɨɩɨɪɰɢɢ. 



sin

)90sin(

2
1

1 
       2

sin

)90sin(






     

  sin2cos)90sin(       sin2arccos .   Ɉɬвɟɬ.   sin2arccos .     

 

Дɥя ɫвɟɞɟɧɢя. Вɨɡɦɨɠɧɨ ɢ ɞɪɭɝɨɟ ɪɟɲɟɧɢɟ. ɉɨɜɟɪɧёɦ ɫɮɟɪɭ, ɬɚɤ, ɱɬɨɛɵ ɩɭɫɬɶ ɋɨɥɧɰɚ ɜɨ ɜɪɟɦɹ 
ɪɚɜɧɨɞɟɧɫɬɜɢɹ ɡɚɧɢɦɚɥ ɝɨɪɢɡɨɧɬɚɥɶɧɭɸ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɪɚɞɢɭɫɚ, ɚ ɜɨ ɜɪɟɦɹ 
ɫɨɥɧɰɟɫɬɨɹɧɢɹ - ɧɚ ɭɝɨɥ   ɜɵɲɟ. Ɍɨɝɞɚ ɝɨɪɢɡɨɧɬ ɧɚɤɥɨɧёɧ ɩɨɞ ɭɝɥɨɦ 90 . ɉɪɢ ɷɬɨɦ ɧɭɠɧɨ, 
ɱɬɨɛɵ ɬɨɱɤɚ, ɞɜɢɠɭɳɚɹɫɹ ɩɨ ɝɨɪɢɡɨɧɬɭ, ɩɟɪɟɫɟɤɥɚ ɜɟɪɯɧɸɸ ɨɤɪɭɠɧɨɫɬɶ, ɩɪɨɣɞɹ ɩɨ ɞɭɝɟ ɪɨɜɧɨ 45 
ɝɪɚɞɭɫɨɜ.  

ɍɪɚɜɧɟɧɢɹ ɞɜɢɠɟɧɢɹ:  













tz

ty

tx

coscos

sin

cossin




  

ɇɚɞɨ, ɱɬɨɛɵ ɩɪɢ 
4


t  ɞɨɫɬɢɝɚɥɨɫɶ sinz .  

 

 

 sin
4

coscos      sincos
2

1
      sin2cos       sin2arccos .  

ɉɪɢɦɟɱаɧɢɟ.   1. ɇɚɩɪɢɦɟɪ, ɞɥɹ Ɂɟɦɥɢ 0
23 ,   00

56)23sin(2arccos  , ɬ.ɟ. ɹɜɥɟɧɢɟ 
ɧɚɛɥɸɞɚɟɬɫɹ ɧɚ ɲɢɪɨɬɟ Ɍɨɦɫɤɚ. ȿɫɥɢ ɛɵɥɨ ɛɵ 0

45  ɬɨ   01arccos  , ɬ.ɟ. ɧɚ ɷɤɜɚɬɨɪɟ.  
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